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1. INTRODUCERE, MARIMI FIZICE, DIMENSIUNI, UNITATI DE MASURA.

Nu intdmplator studiul fizicii Tncepe cu studiul mecanicii: in cadrul mecanicii veti
invata sa descrieti, folosind matematica, fenomene fizice observate in natura; invatati
notiuni si marimi fizice fundamentale (traiectorie, viteza, acceleratie, energie, camp,
moment cinetic, ...) si legi (legi de conservare, teoremele impulsului, ...) care vor fi

folosite n toate capitolele fizicii.

Mecanica studiaza miscarea corpurilor (solide, lichide, gazoase) si cauzele care
produc migcarea. De obicei impartim studiul mecanicii in trei parti: cinematica,
dinamica si statica. Cinematica este o parte a mecanicii care studiaza migcarea in
spatiu gi timp facand abstractie de cauzele migcarii. Foloseste notiuni ca: traiectorie,
viteza, acceleratie, ecuatie de migcare. Dinamica ia in considerare fortele care
actioneaza asupra corpurilor gi studiaza efectul fortelor asupra migcarii corpurilor.
Vom defini notiunile de fortd, moment (cinetic, al fortei), energie, impuls gi vom
descoperi legile de conservare. Statica studiaza echilibrul corpurilor sub actiunea
diferitelor tipuri de forte (introducem notiunile de echilibru de rotatie si translatie,

analizam conditiile de echilibru, ...).

Cursul acesta are ca si surse de inspiratie diverse manuale de mecanica si de fizica
generald. Fiind vorba de un curs de mecanica clasica, diferentele dintre diferitele
surse de inspiratie folosite constau de cele mai multe ori in diferente de abordare si
prezentare a informatiilor. Aveti aici, deci, “aceeasi Marie, cu alta palarie”. Pentru a
usura lectura ei, m-am ferit sa incarc cursul cu indici bibliografici preferand sa listez

la Tnceput bibliografia recomandata/folosita.

BIBLIOGRAFIE.

1.A. Hristev, Mecanica gi acustica, Editura Didactica si pedagogica, Bucuresti,

1982. Are si probleme la sfargitul fiecarui capitol.

2.G. Margaritondo, Ma Physique, pe calculatorul de la Biblioteca Facultatii de
Fizica sau http://sb3.epfl.ch/gm-perso.data/MAPHY corrl.pdf

3.D. Kleppner, R. Kolenkov, An introduction to mechanics, McGraw-Hill 1983
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4.J.-Ph. Ansermet, La Mécanique Rationnelle, pe calculatorul de la Biblioteca

Facultatii de Fizicd sau http://www.scribd.com/doc/20939918/La-Mecanique-

Rationnelle
5.F. W. Sears et al., Fizica, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1983.

6.Ch. Kittel et al., Cursul de Fizica BERKELEY, volumul 1, Editura Didactica si
Pedagogica, Bucuresti, 1981.

7.D. Halliday, R. Resnick — Fizica vol 1, Bucuresti, Editura Didactica si

pedagogica, 1972.

8.C. Plavitiu et al., Probleme de mecanica, fizica si acustica, Editura

Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1981.

9.A. Pop, Metode fundamentale aplicate la rezolvarea problemelor de

mecanica, imprimeria UBB, 2000.

Acest curs de mecanica si acustica se adreseaza in principal studentilor din anul | de
la Facultatea de Fizica a UBB dar poate fi abordat si de profesori sau elevi de liceu.
Se presupune ca studentii au notiuni elementare de matematica: calcul elementar,
rezolvarea ecuatiilor sau a sistemelor de ecuatii, geometrie, limite, derivate, integrale

sau, cel putin, ca aceste notiunile nu le sunt straine.
LIMBAJUL FIZICII ESTE MATEMATICA

In fapt, fizica se ocupa de mdasuratori, folosind matematica pentru a descrie relatiile
dintre rezultatele diferitelor masuratori (de ex: masurand spatiul strabatut de un corp
Tn migcare rectilinie gi timpul in care strabate acest spatiu, putem afla viteza corpului

folosind ecuatiav=s/t).

FIZICA, ca stiintd a naturii (physis = naturd, in limba greaca), este o stiinta

experimentala. Este gtiinfd, pentru ca se bazeaza pe “metoda §tiin’gificé1” n

! Metoda stiintifica (MS) este metoda prin care se incearca construirea unei reprezentari corecte,
logice si obiective a lumii. MS presupune mai multe etape care trebuie parcurse pentru investigarea
fenomenelor si dobéndirea de noi cunostinte, pentru corectarea si/sau integrarea cunostintelor
anterioare. Cele mai importante astfel de etape sunt: 1) Observarea si descrierea fenomenelor sau a
unui grup de fenomene, definirea problemei si culegerea de informatii, 2) Formularea ipotezelor care
ar explica fenomenul (in fizica ipoteza ia, de multe ori, forma unui mecanism cauzal sau a unei
expresii matematice), 3) Folosirea ipotezei pentru a prezice existenta unor alte fenomene sau pentru a
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incercarea ei de a explica/prezice fenomenele pe care le studiaza si este stiinta
experimentald pentru ca foloseste experimentul ca si test final/verificare a oricarei
preziceri sau teorii, prin masuratori ale unor marimi fizice cu care opereaza teoria
respectiva. Notiunea de marime fizica are deci sens de cantitate, adica ceva ce
poate fi masurat® si exprimat printr-un numar (valoarea numerica a marimii fizice
respective). Vom scrie, deci:

MF =V UM

unde prin MF am indicat marimea fizica iar V este valoarea numerica a acesteia

masurata cu unitatea de masura UM.

Exemplu: am masurat lungimea unei mese cu un metru de croitorie (divizat Tn
centimetri), obtinand: | = 2.20 m; | = lungimea mesei = marimea fizica MF, 2.20 =

valoarea V, m = metru = unitatea de masura UM.

Exemple de marimi fizice (unitati de masurd): masa (kg, tone, unitate atomica de
masa), forta (N, dyne), timpul (s, minute, ani), intensitatea curentului electric (A),
intensitate luminoasa (Cd), energia (J, calorii, electron-volt), ... . Electronul, atomul,
campul gravitational nu sunt marimi fizice in sensul enuntat mai sus ci sunt nofiuni,
cu care fizica opereaza. Proprietati ale acestora: sarcina sau spinul electronului,
intensitatea campului gravitational intr-un punct oarecare, ... sunt mdrimi fizice care

pot fi masurate.

A masura inseamna a compara ceea ce avem de masurat, marimea fizica MF,
cu un etalon (unitate de masura, UM) pentru a vedea de cate ori (= valoarea
numerica, V) se cuprinde etalonul in marimea pe care vrem sa o0 masuram.
Rezultatul masuratorii este valoarea numerica a marimii respective si depinde de

marimea unitatii de masura folosita ca etalon (vezi mai sus).

Exemplu: putem masura lungimea cu pasul, palma, liniarul, ruleta, micrometrul, ...;

masuram timpul cu cronometrul, pendulul, pulsul, ...

prezice rezultatele cantitative ale unor noi experimente, 4) Efectuarea de experimente pentru testarea
prezicerilor.

? Despre masurétori, erori si calculul acestora veti povesti mai in detaliu in cadrul primelor laboratoare
de mecanica.
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! Daca schimbam unitatea de masura se modifica valoarea numerica a marimii

fizice. Lungimea mesei din primul exemplu | = 2.20 m poate fi scrisa (daca alegem
centimetrul ca unitate de masura): | = 220 cm. Mdrimea mesei (lungimea ei) nu se
modificd prin alegerea altor unitéfi de mé&surd. Doar valoarea numericd a acelei

marimi fizice, exprimaté& cu ajutorul altor unitdfi de masura, se modifica.

I Putem compara doar marimi fizice de acelasi tip (lungimi cu lungimi, timpi cu timpi,

...). Spunem despre marimile de acelasi tip ca au aceeasi dimensiune (notatie [MF]).
Exemplu: Lungimea mesei, inaltimea salii de clasa, distanta de la Pamant la Soare,
distanta dintre atomii de Na si Cl in sarea de bucatarie sunt marimi fizice de acelasi

tip, lungimi, au aceeasi dimensiune: LUNGIME (L) si le putem compara intre ele.

Numarul minim de “dimensiuni” de care avem nevoie pentru a exprima toate marimile
fizice din mecanica este 3 (veti putea verifica aceasta incercand sa gasiti
“dimensiunea” tuturor marimilor fizice pe care le intalniti in mecanica.). Conventional,
acestea sunt LUNGIMEA (L), MASA (M) si TIMPUL (T). Marimile fizice asociate
acestora se numesc marimi fizice fundamentale (lungimea I, masa m si timpul t).
Celelalte marimi fizice se numesc marimi fizice derivate (impulsul (produsul mv are
dimensiune de impuls), forta (produsul ma are dimensiune de fortd), viteza, energia
(produsul mv® are dimensiune de energie), ..., aria, presiunea). In general,

dimensiunea oricarei marimi fizice din mecanica poate fi scrisa sub forma:

[MF]=L“MPT* unde o, B si y sunt numere.
Exemplu: Viteza in miscarea rectilinie uniforma este definita ca si raportul dintre

. . A : S
spatiul parcurs si intervalul de timp Tn care a fost parcurs acest spatiu: v =7

“Dimensiunea” vitezei va fi deci: [v]= [ﬂ il

| Numerele sunt adimensionale (dimensiune 1) iar argumentele functiilor

trigonometrice, exponentialelor sau logaritmilor trebuie sa fie de asemenea

adimensionale.
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Folosim analiza dimensionald Tndeosebi pentru a verifica solutia analiticad a unei
probleme Tnainte de a efectua calculele numerice (care sunt inutile Tn cazul in care
formula de plecare este gresgita). Dimensiunea termenului din stanga a unei ecuafii

TREBUIE sé fie egalad cu dimensiunea termenului din partea dreapta a egalitéfii.

Exemplu: Care din urmatoarele ecuatii este corectd dimensional? T =3n— sau
g

T =3m,/l/g ? Stim c& T este un interval de timp [T]=T; [2z]=1; | este o lungime

[l]=L iar g este acceleratia gravitationala [g]=L/T2. in primul caz, obtinem ca T

L1/2 ) . )
este egal cu e =T?L" ceea ce este gresit, in al doilea caz T este egal cu

7=

1/2
= = (TZ)M =T, ceea ce este corect.
L/T?

! Faptul ca o ecuatie este corectd din punct de vedere (dpdv) dimensional nu

Inseamna ca ea este corecta si dpdv fizic, vezi exemplul de mai sus daca T este
perioada unui pendul matematic de lungime |. Nici una din ecuatiile de mai sus nu

este corecta dpdyv fizic desi cea de-a doua este corecta dpdv dimensional.

o ecuatie care nu este corecta dpdv dimensional nu este corecta nici dpdv
fizic .

Unitatile de masura, asa cum le-am definit la Tnceputul capitolului sunt etaloanele
pe care le folosim pentru masurarea marimilor fizice. Reamintim ca pentru masurarea
lungimii lungime putem avea ca etaloane metrul, palma, centimetru, pasul, ... si mai
puteti defini si Dvs. cateva. Toate aceste etaloane pot fi folosite atata timp cat sunt
precis definite. Pentru facilitarea comunicarii/intelegerii rezultatelor masuratorilor s-a
adoptat un sistem coerent de unitati de masura care in mecanica se numeste (MKS
= Metru (m), Kilogram (kg), Secunda (s)). Sistemul MKS foloseste doar trei unitati
de baza pentru mecanica, numar egal cu numarul minim de “dimensiuni” necesare
in mecanica, vezi mai sus. Unitatea de masura a oricarei mdrimi fizice din mecanica

poate fi exprimatd in funcfie de m, kg si s.
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Daca vrem sa efectuam masuratori ale unor marimi fizice din alte domenii ale fizicii
(electricitate si magnetism, termodinamica, optica), MKS nu este suficient. Pentru a
completa MKS, se adauga ca si unitati de masura (dimensiuni) Amperul, A
(intensitatea curentului electric), Candela, Cd (intensitate luminoasa), Kelvin, K
(temperatura), mol, mol (cantitate de substanta; trebuie specificat la ce se refera: mol
de atomi, de molecule, ioni, electroni, particule ... ). Acest sistem de unitati de

masura se mai numeste si Sistem International de Unitati 3(SI).

Pentru a indica valori numerice foarte mari (mici) se folosesc multipli (submultipli).

Prefix decalhecto| kilo||mega| giga| tera || peta | exa | zetta| yotta

Multipli || Symbol da|| h | k| M |G| T|P|E| Z|Y

Factor [|10°| 10 || 10% | 10%| 10° || 10° || 10%*?|| 10%° | 10%*®| 10%* | 10**

Prefix deci| centi|[mili [micro|nano|| pico |femto|| atto ||zepto|lyocto

Submultiplill symbol d C m M n p f a Z y

Factor ||10°)107%| 1072|2073 107® | 107%|107%?[107*°|107%8||107%t|| 1072

Exemplu: 1 km =10°m, 1 mm =103 m, etc. .

® Bureau International des Poids et Mesures, definitions:

e The metre is the length of the path travelled by light in vacuum during a time interval of 1/299
792 458 of a second.

e The kilogram is the unit of mass; it is equal to the mass of the international prototype of the
kilogram.

e The second is the duration of 9 192 631 770 periods of the radiation corresponding to the
transition between the two hyperfine levels of the ground state of the caesium 133 atom.

e The ampere is that constant current which, if maintained in two straight parallel conductors of
infinite length, of negligible circular cross-section, and placed 1 m apart in vacuum, would
produce between these conductors a force equal to 2 x 10”' newton per metre of length.

e The kelvin, unit of thermodynamic temperature, is the fraction 1/273.16 of the thermodynamic
temperature of the triple point of water.

e The mole is the amount of substance of a system which contains as many elementary entities
as there are atoms in 0.012 kilogram of carbon 12.

e The candela is the luminous intensity, in a given direction, of a source that emits
monochromatic radiation of frequency 540 x 10*? hertz and that has a radiant intensity in that
direction of 1/683 watt per steradian.
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| Chiar daca unitatea de masura a oricarei marimi fizice poate fi exprimata folosind

unitati de masura a Sistemului International, si multipli (sau submultipli) acestora,
vom intalni adeseori in fizica unitati de masura suplimentare folosite fie pentru
simplificarea scrierii rezultatelor in diverse domenii ale fizicii, fie din ratiuni

culturale/istorice.
Exemple:
¢ N (Newton) ca unitate de masura pentru forta (1N = 1 kg m/s?);

o A (Angstrom) ca unitate de masura a lungimilor n fizica atomica (1 A =10"°

m, ordinul de marime al distantelor interatomice);
e an lumina pentru distante interstelare;
e cal putere pentru puterea motoarelor (si nu wati, ca pentru puterea becurilor);
e Pascal, bar, psi, atmosfera, milimetru coloana de mercur, ... pentru presiune.
e Minut, ora, zi, ... pentru durata
e Electron-volt (pentru energie)
e Unitate atomica de masa, pentru masele atomilor/moleculelor

e Litru pentru volum, ... lista este foarte lunga

| pentru a trece de la o unitate de masura la alta de acelasi tip, exista tabele de

conversie. De exemplu, pentru presiune:

9 pound-force
atmosfera or
Pascal bar tehnica atmosfera torr s apre inch
(Pa) (bar) (at) (atm) (Torr) ||°3 (o)
| 1Pa [ =1Nm®|  10°  |1.0197x107°|9.8692x10 °| 7.5006x10 3| 145.04x10°|
| 1bar || 100,000 ||=10°dyn/cm®| 1.0197 | 0.98692 | 750.06 || 14.5037744 |
| 1at || 98,0665 | 0980665 | =1kgflcm?| 096784 | 73556 | 14223 |
| 1atm || 101,325 | 101325 | 10332 || =1am | 760 | 14696 |
1torr || 133.322 | 1.3332x10°° ||1.3595x10%| 1.3158x10°3 fll Torrs 19 337x107
~ 1 mmHg
| 1psi |6.894x10°| 68.948x107° |70.307x10°| 68.046x10°| 51.715 | =1 Ibffin? |
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I sistemul International nu este singurul sistem de unitati acceptat. Cea mai

cunoscuta alternativa este CGS (bazat pe Centimetru-Gram-Secunda). Daca in
mecanica convertirea din unitati MKS Tn CGS este foarte simpla, acesta nu mai este
cazul pentru alte domenii alte fizicii, in special electricitate si magnetism. Las
colegilor mei de la aceste discipline placerea de a va deslusi tainele conversiei
unitatilor de masura in masuratorile care implica sarcini electrice, campuri electrice si

magnetice, tensiuni electrice, etc. .

in continuare, pentru mecanica noi vom folosi doar Sl pentru a exprima rezultatele

masuratorilor gi unitatile de masura ale marimilor fizice definite.
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2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Cinematica studiaza migcarea in spatiu gi timp facand abstractie de cauzele migcarii.

Definim mai jos o parte din notiunile pe care le vom intalni in acest capitol.

Punct material: Natura este complexa. In studiul ei recurgem adesea la simplificari
(modele) elimindnd elementele neesentiale care nu influenteaza (sau influenteaza
foarte putin) rezultatele investigatiilor noastre. Simplificarile efectuate trebuie sa tina
seama de scopul analizei noastre. Migcarea planetelor in jurul soarelui poate fi
analizata fara a tine cont de rugozitatea suprafetei acestora (considerandu-le nigte
sfere); Daca studiem caderea unui mar de la o anumita naltime si dorim sa aflam
viteza cu care atinge solul, putem sa-I consideram pe acesta ca un punct geometric
dotat cu masa (= punct material: nu ne intereseaza dimensiunile sale geometrice i
rotatia proprie, cu atat mai putin culoarea sa - daca dimensiunile corpului sunt mult
mai mici decat inaltimea de cadere). Aproximatia nu mai este buna n cazul in care
ceea ce dorim sa aflam este care parte a marului va atinge prima solul, sau in cazul
in care dimensiunile marului sunt comparabile cu distanta de la care 1i dam drumul.
Chiar si in acest al doilea caz, marul nu va fi reprezentat ca atare in calculele noastre
ci, ntr-o prim& aproximatie, ar putea fi considerat o sfera. In cinematica nici masa
corpului nu ne intereseaza. Obiectul pe care-l obtinem, adica “punctul material fara

vy A

masa” il numim: mobil.

Alte modele folosite adesea in mecanica: corp rigid (distantele dintre partile acestuia
sunt fixe, nu se deformeaza in timpul miscarii); fluid ideal: se neglijeaza frecarea

intre particulele fluidului; ... .

Sistem/corp de referinta: Pentru a putea spune despre un corp ca este in migcare
(sau n repaus) trebuie sa raportam pozitia lui la pozitia unui alt corp, numit corp de
referintd. Daca de acel corp legam rigid un sistem de coordonate (de ex. un sistem

cartezian ortogonal de 3 axe de coordonate) obtinem un sistem de referinta (SR).

Migcarea este relativa: un corp poate sa fie in miscare fata de un sistem de
referintd i in acelagi timp Tn repaus (sau in alt fel de migcare) fatd de un alt sistem
de referintd. Migcarea este simpla, privitd din unele sisteme de referintd si

complicata, privita din altele. Va trebui s& va obignuifi s alegefi SR cel mai adecvat
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problemei pe care o avefi de studiat, pentru ca rezolvarea acesteia sa fie cat mai

simpla. Atunci si interpretarea si comunicarea rezultatelor va fi mai usoara.

Traiectorie: Numim traiectorie locul geometric al punctelor prin care trece mobilul Tn
migcarea sa = curba descrisa de mobil in timpul migcarii sale. Traiectoria poate sa fie

rectilinie (linie dreapta) sau curbilinie (caz particular: circulara).

2.1. Vectori.

Dupa cum am precizat la Tnceputul acestui curs, in studiul
fenomenelor fizice folosim matematica pentru exprimarea
ideilor si a rezultatelor, adesea complicate, intr-o forma
compacta si simpla. Analiza/Algebra vectoriala, in forma pe
care o prezentdm aici®, este un bun exemplu pentru rolul
matematicii in fizica si in plus ne va fi foarte utila pentru

descrierea legilor cinematicii, $i nu numai.

Cei carora notiunea de “vector” si operatiile cu vectori le
sunt familiare, povestea introductiva din exemplul de mai
jos, despre calculul vectorial, li se va parea puerila. Pot sa
sara peste lectura acestui exemplu gandindu-se ca, mai

devreme sau mai tarziu, toti am citit Scufita Rosie.
Exemplu:

Sa agsezam doua bile, una rogie (BR) si una neagra (BN),
pe o foaie cu patratele in punctele A si B si sa le deplasam
folosind urmatoarea conventie: bilele pot fi deplasate doar

cu cate un numar intreg de patrate (unitati) spre stanga

* Algebra vectorala, in forma pe care o folosim noi astazi, a aparut pentru prima data in notitele lui J.
Willard Gibbs (1839-1903, cunoscut Tn principal pentru rezultatele sale din termodinamica) pregatite
pentru studentii sai de la Universitatea Yale (USA). Motivatia principala a fizicienilor pentru folosirea
notiunii de vector este, se va vedea, simplificarea formei ecuatiilor folosite. Pe de altd parte,

combindnd analiza vectoriala cu elementele de simetrie, putem obtine informatii pretioase asupra

formelor posibile ale unor legi necunoscute.
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(dreapta), sus (jos). Pentru a diferentia orientarea stanga-dreapta, sus-jos a
deplasarilor, deplasarile spre dreapta (sau in sus) sunt considerate pozitive iar cele
inspre stanga (sau in jos), sunt considerate negative. Exemplu: in figura din dreapta,
BR a fost deplasata doua unitati spre dreapta si patru in sus, in pozitia A’; BN a fost
deplasata cu patru unitati spre stanga si trei in sus, in pozitia B’. Pentru simplificarea
notatiei, aceste deplasari le putem nota (2,4) si respectiv (-4,3). Prima cifra indica

deplasarea dreapta(+), stanga(-) iar a doua, deplasarea sus(+), jos(-) .

Deplasarile AA’, BB’ pot fi identificate gi prin sageti (sageti = segmente de dreapta
orientate): deplasarea AA’ este, in notatia prescurtatd, deplasarea (2,4), iar

deplasarea BB’ este (-4,3). Daca dorim, putem calcula lungimea segmentelor AA’ si
BB’ folosind teorema Iui Pitagora,: AA’ = /2% + 4% iar BB’ = /4> + 3% .

Sa calculam acum care este deplasarea bilei rosii care

pleaca din punctul A si ajunge in punctul F, trecand prin 5

]
punctele B, C, D, E si F. Din figura, se vede usor ca ) > c
deplasarea AF este (-2,1), rezultat la care ajungem si daca —FQK/A —— 2

insumam deplasarile individuale: AB = (4,1), BC = (0,2),
CD = (-2,1), DE = (-1,-1), EF = (-3,-2) si le adunam: AF =
AB+BC+CD+DE+EF=(4,1)+ (0,2 +(-21) +(-1,-1) +(-3,-2)=(4+0-2-1-
3,1+2+1-1-2)=(-2,1) QED.

Tocmai am folosit cu succes ceea ce numim vectori, ca si segmente de dreapta
orientate, pentru a defini si masura deplasarea bilei rosii (si a celei negre), in

exemplele de mai sus.

Observam ca, daca destinatia ar fi coincis cu punctul de plecare, adica F ar fi coincis
cu A, atunci deplasarea AF ar fi fost (0,0). ! Atentie ! DEPLASAREA si DRUMUL
PARCURS (DISTANTA STRABATUTA) sunt doua notiuni diferite, avand semnificatii

diferite. Drumul parcurs este suma lungimilor segmentelor parcurse. Folosind

teorema lui Pitagora, acolo unde este cazul, si folosind notatia: |AB| = distanta AB,

vom  avea: Distanta  strabatutd =  |AB|+|BC|+|CD|+|DE|+|EF| =

VA2 117 + 24422 +1% +412 +12 +4/3% + 2% m, daca lungimea laturii unui patrat este 1

m.
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Din punct de vedere geometric un vector este un segment de dreapta
orientat iar in reprezentare grafica este o sageata (vezi Figura 1).
Pentru descrierea unui vector avem nevoie de MARIME, DIRECTIE
si SENS.

MARIMEA vectorului este lungimea segmentului de dreapta.

DIRECTIA este data de dreapta suport a vectorului. Pe o directie putem avea doua
sensuri = sensul trebuie specificat. Fiecare vector indicd o direcfie si un sens pe

acea direcfie.

SENSUL (pe directia respectiva) este indicat de varful sagetii.

€
2 0\‘?’:@9’)'
) “\ . -7
- —var |
\ 5@\\\6

Figura 1: Descrierea vectorului V . Sunt reprezentate MARIMEA, DIRECTIA,

SENSUL, originea vectorului si varful acestuia.

Notatie: v sau v (caractere ingrosate, BOLD) pentru vectori si |V | sau |v| sau v
pentru marimea (modulul) vectorului. In cele ce urmeazad vom incerca sa fim
consecventi si sa folosim notatii de forma v pentru

vectori $i respectiv v pentru marimea acestora.

In fizica forta (Figura 2), viteza, acceleratia,

intensitatea campului electric, etc. sunt MARIMI
FIZICE VECTORIALE: trebuie sa le specificam

marimea, directia si sensul pentru a le caracteriza

complet. Masa, energia, densitatea, presiunea, etc. Figura 2. Exemple de vectori

sunt MARIMI FIZICE SCALARE: le caracterizam (forfele F,si F,, accelerafia &)

doar prin mérime (numér). Atat pentru vectori cat si si scalari (masa m).

12



MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

pentru scalari, mentionarea unitatii de masura este absolut necesara.

2.2. Operatii cu vectori.
Inmulfirea unui vector a cu un scalar (numdr) b.
Rezultatul este un vector, vezi Figura 3, sa-l notam ¢ ; ¢ =ab=ba

e Marime: ¢ = a b. Marimea lui C este de b ori marimea lui a. Daca b > 1
marimea vectorului ¢ este mai mare decat marimea vectorului a; daca b < 1

marimea vectorului ¢ este mai mica decat marimea vectorului a .
e Directie: c are aceeasi directie cu vectorul a

e Sens: Acelasi sens cu a daca b > 0, sens opus lui a dacd b < 0.

Tnpér;‘irea unui vector a cu un scalar (numar) b.

Rezultatul este un vector, vezi Figura 4, sa-l notam c; ¢ =

o | o

e Marime: c = a/ b, i.e. marimea lui ¢ este de 1/b ori marimea lui a. Daca b > 1
marimea vectorului ¢ este mai mica decat marimea vectorului a, dacd b < 1

marimea vectorului ¢ este mai mare decat marimea vectorului a .
e Directie: c are aceeasi directie cu vectorul a

e Sens: Acelasi sens cu a daca b > 0, sens opus lui a dacd b < 0.

Figura 3: Exemple de finmulfire a unui Figura 4: Exemple de impdrfire a unui
vector a cu diversi scalari pozitivi sau vector a cu diversi scalari pozitivi sau
negativi, subunitari sau supraunitari. negativi, subunitari sau supraunitari.

13



MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

I ATENTIE ! TMPARTIREA LA UN VECTOR NU ESTE DEFINITA (nu putem

imparti ceva la o directie sau la un sens).

Ce obtinem daca impartim un vector cu modulul sau?

Obtinem un vector: ¢ =

@ |

e Marime: c =a/a =1, un vector de marime unitate = VERSOR.
e Directie: c are aceeasi directie cu vectorul a

e Sens: Acelasi sens cu a.
! PUTEM AFLA VECTORUL UNITATE AL UNEI DIRECTII DESCRISA DE UN

VECTOR, IMPARTIND ACEL VECTORUL LA MODULUL SAU |

Notatie: a. 1,, vector unitate pe directia lui a iar a=al, . Se citeste: vectorul a este
a

egal cu produsul dintre marimea lui a si vectorul unitate (versorul) pe directia lui a,

i

! VERSORII NU AU UNITATE DE MASURA = SUNT

ADIMENSIONALI. |

Intr-un sistem de coordonate (necoplanare) xyz,

versorii directiilor descrise de cele trei axe sunt notati
de obicei cu i pentru directia x, Ipentru directia y si

cu k pentru directia z, vezi Figura 5. Daca un vector V
este orientat de-a lungul directiei x (de exemplu) poate

fi scris ca: V =V.,i, si similar pentru vectorii care sunt Figura 5. Versorii axelor de

orientati de-a lungul celorlalte axe. coordonate x, y §i z.

14



MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Adunarea (compunerea) vectorilor.

Fie doi vectori a si b. Rezultatul adunarii vectorului a cu vectorul b este tot un
vector, sa-lnotdmcu c. c=a+b.

e Marime: c> =a’+b?+2abcosa

(vezi produsul scalar)

e Directie: vezi Figura 6

e Sens: vezi Figura 6

Adunarea vectorilor are o reprezentare/interpretare geometrica simpla:

Regula paralelogramului: Cei doi vectori se reprezinta astfel incat sa aiba originea
comuna. Se deseneaza un paralelogram, ca in Figura 6, ducand cate o paralela la
fiecare din vectori, care sa treaca prin varful celuilalt vector. Vectorul suma este
diagonala paralelogramului (care din ele? Cea care uneste originea comund a
vectorilor cu varful opus). Daca avem de adunat mai multi vectori, efectuam aceeasi
operatie de mai multe ori:

a+b+C+d+6=

=((@+b)+C)+d)+€

Figura 6. Regula paralelogramului pentru adunarea vectorilor.
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

Regula triunghiului — pentru adunarea a doi vectori (poligonului — pentru

adunarea mai multor vectori):

Se reprezinta vectorii ca in Figura 7, unul dupa celalalt (i.e. cu originea in varful
vectorului precedent). Vectorul sum& este obfinut unind originea primului vector cu

varful ultimului vector.

r
r

Ty
o

(o}

atb+c+d

d+cbra /] a+GH+

- a
b

Oy

Figura 7. Regula triunghiului (poligonului) pentru adunarea

vectorilor.

Se poate demonstra ca adunarea vectorilor este:
e Comutativa
a+b=b+a
e Asociativa

5+(6+6):(§+5)+6

16



MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

e Distributiva
(c+d)a=ca+da
c(é+ 6):cé+06

Scaderea vectorilor.

Fie doi vectori @ si b. Rezultatul scaderii lui b din & este un vector, sa-I notadm c.

c=a-b.
e Marime: c* =a” + b® — 2ab cos o (vezi produsul scalar)
e Directie: vezi Figura 8.

e Sens: vezi Figura 8.

D,
(o )

Finiira R SQersaderea vertarilnr Metnda 1
Deoarece c=a-b :éi+(— b), pentru scaderea lui bdin a, trebuie sa-I inmultim pe
b cu -1 si sa-l adundm cu a, vezi Figura 8. Directia si sensul vectorului ¢ o obtinem

din regula paralelogramului. Se observa ca vectorul ¢ putea fi obtinut si fara

constructia ajutatoare (-b ), unind varful lui b cu varful lui a, adica a scazatorului cu

a descazutului, vezi Figura 9.

Scaderea vectorilor are aceleagi proprietati ca si adunarea: comutativa, asociativa,

distributiva.

Dy
Oy

Dy

oy
1!

W,
1
o

Fiaura 9. Scaderea vectorilor. Metoda 2
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MECANICA 2. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL.

! PUTEM ADUNA/SCADEA DOAR VECTORI CARE

DESCRIU ACELASI TIP DE MARIME FIZICA i.e. AU
ACEEASI UNITATE DE MASURA, CARE VA FI I

UNITATEA DE MASURA A REZULTATULUI I

Produsul vectorial a doi vectori.

Prin definitie produsul vectorial (notatie x) a doi vectori a si

b care fac intre ei unghiul o este un vector ¢ =axb (vezi

Figura 10) care are:

e Marime: c =absina , egala cu aria

paralelogramului format din cei doi

L,

oy

o
Q ¢
>y

o

Figura 10. Produsul

vectorial a doi vectori.

vectori, vezi Figura 11. I pol

VECTORI SUNT COLINIARI DACA
PRODUSUL LOR VECTORIAL ESTE

N (aria paralelogramului format

I
1bsino

a

Figura 11. Mérimea vectorului produs

de doi vectori paraleli este nula). vectorial a doi vectori este egal cu aria
paralelogramului format de cei doi vectori:

e Directie: perpendiculara pe cei doi

¢ = absina
vectori
e Sens: dat de regula mainii drepte:
TE=§xB
a
e
[

5 TN \ /
“« I /

Figura 12a. Regula mainii drepte pentru determinarea sensului gi a directiei produsului vectorial

a doi vectori. 12b. Regula mainii drepte: varianta 2.
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Proiecfia unui vector pe o axa.

Definim proiectia unui vector pe o axa ca fiind

un

perpendiculare din originea si varful vectorului,
pe acea axa (proiectia ortogonala). Daca notam

cu o unghiul dintre vector si axa respectiva,

orientam palma mainii drepte cu degetele intinse de-a lungul vectorului a

(degetul mare orientat perpendicular pe celelalte degete) iar apoi Tnhdoim
degetele inspre vectorul b, pe drumul cel mai scurt. Degetul mare va va da
directia si sensul vectorului produs vectorial dintre a si b (este perpendicular si
pe a si pe 6), vezi Figura 12a. O alta varianta: regula burghiului drept, a
tirbusonului, a capacului de pix, ...: tineti pixul cu 0 mana, de corpul acestuia (nu
de capac) perpendicular pe vectorii a si b. Rotiti capacul la fel cum ati roti
vectorul a peste vectorul b pe drumul cel mai scurt. Sensul de Tnaintare al

capacului va va da sensul vectorului produs vectorial dintre a si b. O alta
varianta, Figura 12 b: orientam aratatorul mainii drepte de-a lungul vectorului
a , degetul mijlociu (perpendicular pe aratator) de-a lungul vectorului b .

Degetul mare, perpendicular pe celelalte doua degete, va indica directia si

sensul vectorului produs vectorial ¢ =axb.

produsul vectorial este anticomutativ:

axb=-bxa

SCALAR, care se obtine ducand

atunci marimea proiectiei este bcoso, vezi -

Figura 13. Proiecfia unui vector b

Figura 13.

pe o axa X.

Produsul scalar a doi vectori.

Prin combinarea a doi vectori folosind produsul scalar obtinem un scalar (numar).

Daca a si b sunt doi vectori, produsul scalar “c” al celor doi vectori se defineste ca:

a-b

=c=abcosa.
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Din Figura 14 se observa ca bcoso este proiectia lui b pe directia Iui a. Tnsa

a -b=1-b. Deci proiectia lui b

a

bcosa =

o
O |y

pe directia a, o obtinem inmultind scalar vectorul

b cu versorul directiei a .

La fel, acosa este proiectia lui & pe directia lui b :

b -
acoso=——=a-
b

Q)

%:é-ib. Deci proiectia lui a

pe directia b, o obtinem nmultind scalar vectorul

a cu versorul directiei b .

Generalizand, putem afirma ca:

| PROIECTIA UNUI VECTOR PE O AXA

OARECARE O OBTINEM TNMUL'!'IND SCALAR

VECTORUL cu VERSORUL AXE] Figura 14. Proiecfia (ortogonald) a

| vectorului b pe vectorul a (sus) si a
RESPECTIVE . N
vectorului @ pe vectorul b (jos).

Mai mult,

! UNGHIUL DINTRE DOI VECTORI POATE FI CALCULAT DACA SE CUNOSC

PRODUSUL SCALAR A CELOR DOI VECTORI $§I MARIMILE VECTORILOR
ab

RESPECTIVI: cosa =—— .
ab

Daca unghiul dintre directiile celor doi vectori este de 90°, i.e. vectorii sunt

perpendiculari, produsul lor scalar este nul (cos90 = 0)
! CONDITIA DE PERPENDICULARITATE: DOl VECTORI SUNT

PERPENDICULARI ATUNCI CAND PRODUSUL LOR SCALAR ESTE NUL. I

Exemplu:
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Dacd i , I Si k sunt versorii unui sistem de axe perpendiculare x, y si z, atunci:

dq=1 (T-T =1i-icos0, vectorii sunt versori deci au marimea i = 1 iar unghiul dintre

ei este de 0 grade). Analog: j-j =1 si k-k =1. Produsele mixte sunt nule: i -j =0,

i -k =0si j-k =0 deoarece unghiul dintre versori este de 90 grade.
Ce obtinem daca inmultim scalar, un vector cu el insusi?

a-a=aacos0=a’
! PATRATUL MARIMII (MODULULUI) UNUI VECTOR IL PUTEM CALCULA

INMULTIND SCALAR VECTORUL CU EL iNSUSI. !

Exemplu:

Sa calculam marimea vectorului ¢ sum& a doi vectori @ si b : ¢ =a +b. Conform
definitiei de mai sus, patratul marimii vectorului ¢ il putem afla Tnmultind scalar
vectorul ¢ cu el Insusi:

c?=¢-¢=(a+b)(@+b)=

—a-a+a-b+b-a+b-b=

=a’+abcosa+bacosa+b® =

=a’+b”+2abcosa

O expresie similara pentru scaderea vectorilor poate fi dedusa usor.

Descompunerea vectorilor.

Descompunerea vectorilor este operatia inversa compunerii. Fie a un vector si X, y
doua directii (axe) oarecare, neparalele, din plan. Ducénd, prin varful si originea

vectorului a, paralele la directiile din plan, obtinem doua componente, a, si a,. Se
poate ugor verifica: a, +a, =a, Figura 15, stanga. Daca cele doua directii (axe)
sunt perpendiculare, atunci marimile vectorilor a, si a a, sunt chiar PROIECTIILE

vectorului a pe axa x si respectiv y, in sensul definitiei date mai sus, vezi Figura 15,

dreapta.
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X

Figura 15. st\nga: descompunerea unui vector pe doud axe oarecare, neparalele; dreapta:

descompunerea unui vector pe doud axe perpendiculare.

DACA CELE DOUA AXE SUNT PERPENDICULARE (adica i -j =0), se poate

arata usor ca proiectia vectorului a pe axa x, a,, o obtinem fnmultind scalar vectorul

(a) cu versorul axei (i): a, :a-fz(axf+ayf =a,-i +a,]-i deoarece i-i

1

—

iar If =0, axele fiind perpendiculare. Analog pentru a,: a, =a-j . Pe de alta parte,

daca se cunosc unghiurile dintre vectori si axele de coordonate, unghiurile

directoare a si B - vezi figura de mai sus, atunci: a, =acosa, a, =acosf.

IN CELE CE URMEAZA NE VOM OCUPA DOAR DE CAZUL IN CARE AXELE DE
COORDONATE SUNT PERPENDICULARE.

Generalizare: In cazul in care vectorul a este in spatiu si ne
alegem un sistem de 3 axe de coordonate perpendiculare x, y si

z (cu versorii: i pentru directia x, | pentru directia y si k pentru a

directia z) atunci: & =4, +a, +48, adica d=a,i +a,j +a,k . a,, B

04
a, si a, sunt proiectile vectorului a pe cele trei axe si x/
a, =a-i

X ’

=a- I iar a, =a-k sau, a, =acosa, a, =acosf
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sl a, =acosy, unde cosa, CosP si cosy sunt cosinugii directori ai directiei descrise de

vectorul a, i.e. cosinusul unghiurilor dintre a cu fiecare dintre cele trei axe.

a,, a, si a, se mai numesc si coordonatele vectorului a pe cele trei axe®.

In cazul in care cunoastem proiectiile vectorului pe axele de coordonate putem folosi

o forma simplificata de scriere: a = (ax,ay,az), expresie care se citeste: vector a de
coordonate a,, a, si a,. Vom folosi in continuare aceasta forma simplificata pentru

descrierea operatiilor cu vectori. Reluam toate operatiile cu vectori definite mai sus.

Inmulfirea unui vector cu un scalar.

Fie vectorul a = (ax,ay,az) si scalarul b. Rezultatul produsului ab este un vector, C.
c=ba=ab= b(ax,ay,az): (ax,ay,az)b = (axb,ayb,azb): (cx,cy,cz)

Pentru demonstratie, scriem vectorii in forma desfasurata: a=a,i +ayf+azl2 ,
C=c,+c,j+ck . C=dab :(axf+ayf+azl2)3 =a,bi +a,bj +a,bk =c,i +c,j +c,k
sau, in forma prescurtata, ¢ = (axb,ayb,azb) QED.

Aceste formule pot fi usor generalizate pentru operatia de impartire a unui vector cu

un scalar.

Produsul scalar a doi vectori.

Fie vectorii a = (ax,ay,az) sib= (bx,by,bz). Produsul scalar a celor doi vectori este

c=a-b,adica c=a,b, +ab, +a,b,.
Pentru demonstratie, scriem vectorii in forma desfasurata:

a=a,+a,j+a,k, b=bi+b,j+bk,

si efectudm produsul scalar a - b:

® Pe de alta parte, cosinusii directori determina o directie in spatiu. Toate punctele de pe acea directie

pot fi obtinute dand valori parametrului t din expresia (t cos a,t cosf,tcosy).
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(axf + ayf + aZIZXbXT + byf + bZIZ)z a,b, +a,b, +a,b, . Se observa ca in expresia
finala raman doar termenii corespunzatori produselor i, II Si K-k (egale cu 1),

deoarece ceilalti termeni sunt nuli (f~f:0, ...), versorii din produse fiind

perpendiculari.

Unghiul o dintre doi vectori il putem usor calcula daca stim proiectiile celor doi

vectori:

ab a,b, +ab, +a,b,
ab \/ai +a; +a22\/bx2 +b} +b?

a=+va-a=.a+a +a’ sib=+b-b=./bl+b+b’ (teorema Iui Pitagora, patratul

marimii unui vector este suma patratelor componentelor acestuia).

cosa = deoarece

Adunarea vectorilor.

Fie vectorii a = (a,,a,,a,) si b = (bx,by,bz). Vectorul suma ¢ =a+b se poate scrie:
C= (aX +b,,a, +b,,a, +bz).

Pentru demonstratie, scriem vectorii in forma desfasurata:

d=a, +a,j+ak, b=bi+b,j+bk,

efectudm operatia de adunare: € =a+b =a,i +a,j +a,k+b,i +b,j +b,k

z X yJ z™
grupam termenii: € = (a, +b, )i +(a, +b, )j +(a, +b, )k
scriem vectorul ¢ folosind notatia simplificata: ¢ = (ax +b,,a, +b,,a, + bz), QED.

Expresia obtinuta poate fi usor generalizata pentru adunarea unui numar oricat de

mare de vectori, vezi exemplul din povestea introductiva.

Marimea vectorului suma o calculam usor daca stim marimea fiecarui vector din

suma si unghiul dintre ei, folosind definitia de la pagina 7:

c?=C-G=(d+b)a+b)=ad+ab+ba+bb=a’+b’+2abcosa
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Pe de altd parte, daca stim proiectiile vectorilor a si b, adicd stim componentele lui

a= (ax,ay,az) Si b= (bx,by,bz) , atunci prima  data calculam

¢ =(a, +b,,a, +b,,a,+b,) iar apoi c?=c-¢ =(a, +b,f +(a, +b,f +(a, +b,f.

Scaderea vectorilor.
Fie vectorii a = (a,,a,,a,) si b=(b,,b,,b,). Vectorul diferentd ¢ =a-b se poate
scrie: c?:(ax—bx,ay —by,az—bz). Analog cu calculul de mai sus (de la adunarea

vectorilor) marimea vectorului diferenta va fi:

c2=c-¢=(a,-b )V +(@ -b,f+(@-b,)].

Produsul vectorial a doi vectori.

Fie vectorii a = (ax,ay,az) sib= (bx,by,bz). Sa calculam produsului vectorial ¢ = axb :

C= (axf +a,j+ aZIZ)x(bXT +hb, | + bZIZ). Pentru efectuarea calculelor, avem nevoie de

toate produsele vectoriale ale versorilor. Se poate arata usor ca: ixj =k, jxk =i ,

kxi =j, jX

ol

=—k, kqj=—i, ixk=—], ixi =0, jxj =0, kxk =0. Dupa calcule si

regruparea termenilor vom obtine:

¢=(c.c,.c,)=i(ab, —ab,)+j(ab, —ab,)+klab, —ab,)=
:(aybZ -a,b,,a,b, —ab,,a,b, —aybx)

zMy X'~z

Observati simetria termenilor rezultanti.

i ]k
Calculati determinantul ja, a, a,
b, b, b,
i ]k
Se observa ca ¢ =axb =a, a, a,
b, b, b,
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Produsul mixt

Produsul mixt este o operatie care implica trei vectori: a, b si ¢ si se defineste ca

QO

a, a

X y vd

é(ﬁxé). Rezultatul este un scalar d :é(ﬁxé). Aratati ca d=b, b, b,|, adica

O

X y z
d=a, (bycZ - czby)+ a, (bzcX —c,b,)+a, (bxcy - cybx). Observati simetria rezultatului.
Aratati ca daca d = é(ﬁxé ) atunci d = é(ﬁxé ): E(éxﬁ)z b(cxa)

Aratati ca produsul mixt a trei vectori este egal cu volumul paralelogramului format de

cei trei vectori.
! VOLUMUL PARALELIPIPEDULUI FORMAT DE TREI VECTORI POATE FI

OBTINUT CALCULAND PRODUSUL MIXT AL CELOR TREI VECTORI. I

! CONDITIA DE COPLANARITATE A TREI VECTORI ESTE CA PRODUSUL LOR

MIXT SA FIE NUL (VOLUMUL PARALELIPIPEDULUI FORMAT DE TREI

VECTORI COPLANARI ESTE ZERO). I

Dublul produsul vectorial.

—

Dublul produs vectorial este o operatie care implica de asemenea trei vectori: a, b
si C si se defineste ca éx(ﬁxé). Rezultatul este un vector d :éx(ﬁxé). Se poate
ardta ca d se poate scrie ca d :5(56)—6(56). Expresia aceasta este usor de
memorat daca urmarim simetria ei si ne gandim ca vectorul d trebuie sa se

gaseasca in planul definit de vectorii b sic (demonstrati acest fapt) si deci poate fi

descompus pe aceste doua directii. Atentie la descompunere: directiile definite de

vectorii b si ¢ nu sunt neaparat ortogonale (Figura 15).
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